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Résumé : 
 
Dans ce travail, nous combinons la Méthode Asymptotique Numérique (MAN) et la méthode PGD 
(Proper Generalized Decomposition) pour résoudre les équations non-linéaires de Föppl-Von 
Kàrmàn sur des modèles de plaques. La MAN permet de transformer le problème non-linéaire de 
départ en une suite de problèmes linéaires qui sont ensuite résolus à l'aide de la méthode PGD. Cette 
dernière est une méthode de réduction de modèle qui consiste à écrire la solution sous forme de 
produits de fonctions séparées. 
 
Abstract: 
 
The aim of this work is to solve nonlinear Föppl-Von Karman equations for plate’s by combining 
Asymptotic Numerical Method (ANM) and the Proper Generalized Decomposition method (PGD). The 
asymptotic numerical method allows transforming a nonlinear problem into a sequence of linear ones. 
PGD is then used to solve each linear equation. This method belongs to reduction models techniques 
and consists in writing the solution in the separated form. 
 
Mots clefs: MAN, PGD, Membrane, Flexion, Von-Kàrmàn 
 
1 Introduction 
 
Dans ce travail, nous proposons une nouvelle procédure pour résoudre les équations non-linéaires de 
Föppl-Von Karman. Ces équations ont été premièrement proposées par Föppl-Von Karman en 1910 
pour décrire la déformation d’une plaque mince [1]. Plusieurs travaux dans la littérature ont été 
effectués pour justifier l’existence et l’unicité de ces équations. Nous pouvons citer Ciarlet [2] qui a 
établi un théorème d’existence pour ces équations sous certaines hypothèses de régularité ; ou encore 
Bloom et al. [3] qui ont utilisé ces équations pour l’étude du flambage linéaire et du post-flambage 
dans les coques minces. 
Dans ce travail, nous proposons d'étudier la réponse en membrane et flexion de plaque à l’aide de ces 
équations en utilisant les méthodes MAN et PGD. La MAN est une technique de résolution 
d’équations non-linéaires basée sur le développement de Taylor à ordre élevé [4]. De cette façon, 
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grâce à la prédiction d’ordre élevé, cette méthode est très bien adaptée aux problèmes en présence 
d’instabilités. 
Nous proposons par suite de résoudre par la méthode PGD [7-13], tous les systèmes linéaires 
résultants de l’application de la MAN. Cette méthode repose sur la construction des solutions du 
problème sous une forme séparée, ce qui  permet de réduire fortement la taille des problèmes. Ainsi, 
on ne discrétise que la largeur et la longueur de la tôle par éléments finis unidimensionnels. La 
réalisation de ces calculs est quasi-immédiate parce que la taille du problème est faible, ce qui 
constitue un bon outil de réduction de modèles. Plusieurs applications de la PGD ont été effectuées 
afin de mieux cerner les avantages ainsi que les limites de cette méthode. Nous citons par exemple, les 
travaux de Dumon et al. [14] qui, à partir de la PGD, a décomposé un problème initialement défini sur 
un espace tridimensionnel en trois espaces unidimensionnels pour résoudre des équations de Navier-
Stokes. La méthode s’applique également dans la décomposition de l’espace-temps ou encore dans des 
problèmes paramétriques. Pour plus de détails concernant la méthode PGD et ses applications 
récentes, le lecteur pourra se référer à la revue proposée par Chinesta et al. [12]. 
En ce qui concerne la résolution des problèmes non-linéaires avec la méthode PGD, très peu de 
travaux dans la littérature ont été publiés.  Dans [5], E. Prulière et al. ont proposé de combiner la 
méthode PGD et la méthode de Newton pour résoudre un problème transitoire non-linéaire.  Dans [6], 
F. Chinesta et al. ont proposé de combiner la MAN et la PGD pour résoudre l’équation de la chaleur 
non-linéaire. L’avantage de la combinaison MAN-PGD est la conservation de l’opérateur différentiel à 
chaque enrichissement de la méthode PGD. Les auteurs ont utilisé la technique d’homotopie qui 
consiste à introduire un paramètre modifiant le problème initial. Lorsque ce paramètre est pris égal à 
zéro, le problème résultant est simple à résoudre et lorsque ce paramètre est égal à un, on retrouve le 
problème initial. 
Dans ce travail, nous proposons une autre approche pour combiner la MAN et la PGD. La MAN est 
utilisée pour transformer le système non-linéaire en une séquence de systèmes linéaires. Par suite 
chaque système linéaire est résolu par la méthode PGD. 
 
 
2 Formulations 
 
On considère une plaque de longueur L, de largeur B et d’épaisseur h ayant une rigidité de flexion D 
puis soumise à une force de traction N0 et à une force transversale g . La formulation faible des 
équations de Föppl-Von Karman s’écrit sous les formes suivantes : 
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Les inconnues du système sont le déplacement hors plan de la plaque w et les fonctions contraintes F. 
Le scalaire désigne un paramètre de charge.  L’opérateur  ,  est défini par : 
 
2 2 2 2 2 2
2 2 2 2
, 2
u v u v u v
u v
x y y x x y x y
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Les deux équations du système (1) sont respectivement les équations de flexion et de membrane.  
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3 Méthode Asymptotique Numérique 
 
Nous posons   ,tU w F . Les inconnues du problème sont U et .  La MAN permet de chercher 
une partie de la branche  solution du problème (1) en développant les inconnues  en séries par rapport 
à un paramètre  « a » et à un ordre de troncature N au voisinage d’une solution initiale  00,  U  . Cela 
revient à écrire : 
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La série obtenue en (2) est injectée dans les équations de Föppl-Von Karman (1). On regroupe par la 
suite les termes du nouveau système d’équations obtenu qui ont la même puissance que « a ». Cela 
permet d’obtenir des séquences d’équations linéaires pour chaque ordre de troncature k, 1 k N  . 
Nous obtenons : 
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  Définissons les opérateurs TL  , G et 
nl
kF  tels que : 
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En introduisant les opérateurs précédemment définis dans le système d’équations (3), on obtient une 
écriture plus simple: 
 
   , , + F ,            4t nlT k k kL U U G U U     
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Technique de résolution  
 
Pour résoudre les problèmes linéaires pour chaque ordre k de l’équation (4), nous ajoutons une 
équation supplémentaire (équation 5) qui traduit le type de pilotage utilisé. Nous choisissons d’utiliser 
dans ce travail un pilotage en longueur d’arc imposée : 
 
   0 1 0 1,                        5a U U U        
 
Nous obtenons finalement: 
à l’ordre 1 
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à l’ordre k 
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La résolution des systèmes d’équations  (6) et (7) se présente  sous la forme de l’algorithme suivant: 
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à l’ordre k 
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Pour obtenir toute la branche solution, on utilise une technique de continuation qui consiste à définir la 
valeur maximale du paramètre de chemin «a » à chaque pas. Cette valeur est obtenue en supposant que 
la différence relative entre les solutions à deux ordres consécutifs doit rester petite devant un 
paramètre  choisi par l’utilisateur.  On obtient : 
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Pour résoudre les systèmes linéaires (8) et (9), nous avons utilisé la méthode PGD que nous présentons 
dans la suite. 
 
3 La méthode PGD  
 
La PGD dans le cadre de ce travail, consiste à rechercher les solutions des équations linéaires (8a) et 
(9a)  sous la forme séparée suivante : 
 
           
1
,          11
m
i i
i
v x y R x S y R x S y

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 avec iR  et iS  des solutions connues. Par ailleurs R et S  sont les inconnues du problème à l’itération 
m+1 dont la solution représenterait un enrichissement des m solutions connues préalablement.   
 
En injectant l’équation (11) dans les équations linéaires (8a) et (9a), le problème qui en résulte est non-
linéaire. Ce qui nécessite donc un algorithme approprié pour sa résolution. Chinesta et al. [12] 
proposent un schéma itératif qui consiste à effectuer une stratégie de direction alternée. Ce faisant, on 
part d’une estimation initiale de R pour calculer S puis de la nouvelle valeur de S pour calculer R. Le 
processus est effectué jusqu’à convergence. Nous avons donc deux itérations dans chaque calcul 
linéaire : la première pour chercher la direction alternée et la seconde pour enrichir les solutions 
précédemment déterminées. On définit ainsi un critère d’arrêt pour chaque itération. Notons p le 
nombre d’itérations au sein du calcul de la direction alternée. 
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Les équations (12) et (13) sont les critères d’arrêt respectivement pour le calcul de la direction alternée 
et le calcul de l’enrichissement des solutions.  Les paramètres 1  et 2  désignent les paramètres de 
précision choisis par l’utilisateur.  
Il existe plusieurs critères d’arrêt qui peuvent être appliqués. Le lecteur peut se référer à la revue 
proposée par Chinesta et al. [12] pour plus de précisions en ce qui concerne le choix des critères.  
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4 Application  numérique  
 
Pour valider nos résultats, nous avons considéré une tôle dont les constantes élastiques sont le module 
d’Young E=210 GPa et le coefficient de Poisson 0.3  . Elle a pour longueur L=1000 mm, pour 
largeur B=500 mm et pour épaisseur h=0.252 mm. Elle est soumise à une force de  
traction 0
0 40 MPa
N
h
   dans la direction longitudinale et à une force 
transversale
3 5( , ) 10 sin sing x y x y
L B
         
   
. Nous comparons nos résultats par rapport au 
logiciel commercial Abaqus. Nous utilisons dans ce logiciel des éléments finis quadrilatéraux de 
coque à 4 nœuds avec intégration réduite. 
 
                            
              Figure 1 : Déplacement vertical à mi-largeur de la déformée de la tôle suivant la longueur ;     
          Le paramètre de charge 1   ;  Comparaison par rapport au logiciel Abaqus. 
 
                             
 
          
Figure 2 : Variation du déplacement hors plan w par rapport au paramètre de chargement   en un 
point au milieu de la tôle; Comparaison du modèle MAN-PGD avec Abaqus 
 w mm   
    
 w mm  
 x mm   
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La figure 1 montre  la comparaison d’une coupe du déplacement w  suivant la longueur de la tôle avec 
Abaqus. Les résultats obtenus sont  en bon accord avec ceux d’Abaqus. Nous comparons par ailleurs 
l’évolution du paramètre de charge par rapport au déplacement w en un point milieu de la tôle. La 
figure 2 montre une bonne corrélation entre notre modèle MAN-PGD et le logiciel Abaqus. La figure 
3 montre la déformée de la tôle pour le paramètre de charge 1  . 
                                
                                              Figure 3 : Le déplacement vertical de la plaque 
                                 
 
4 Conclusion  
Dans ce travail, nous avons combiné la méthode asymptotique numérique (MAN) et la méthode de 
décomposition propre généralisée (PGD) pour résoudre les équations de Föppl-Von Karman. 
L’application proposée concerne une tôle soumise à une force de traction et à une force transversale de 
flexion. Les résultats obtenus comparés avec le logiciel Abaqus, valident le modèle développé. Dans 
un travail en cours, nous appliquons le modèle pour étudier le flambage sous contraintes résiduelles 
provenant du procédé de laminage. La réduction de modèle permettra de coupler notre modèle avec un 
code de laminage. 
 
Ce travail a été soutenu par l’Etat français à travers le programme « Investment in the future » puis 
géré par l'Agence Nationale de la Recherche (ANR) et référencé par ANR-11-LABX-0008-01 (LabEx 
DAMAS). 
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